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АНАЛІЗ ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ОПТИМІ-
ЗАЦІЙНИХ ЗАДАЧ У ТЕПЛОЕНЕРГЕТИЦІ ТА ЇХ УДОСКОНАЛЕННЯ  
 
Анотація: Досліджено основні типи економіко-математичних моделей 
оптимізаційних задач у теплоенергетиці та вдосконалено економіко-
математичну модель стабілізації існуючих тарифів на теплову енергію. 
 
Аннотация: Исследованы основные типы экономико-математических 
моделей оптимизационных задач в теплоэнергетике и усовершенствована эко-
номико-математическая модель стабилизации существующих тарифов на теп-
ловую энергию. 
 
Summary: The basic types of mathematical models of optimization tasks in 
the thermal energy are analyzed. The mathematical model of stabilizing of existent 
tariffs is improved. 
 
Постановка проблеми. В Україні одна з найвищих у світі насиченість 
міст тепловими мережами [1, c. 130]. Загальна протяжність теплопроводів в 
нашій державі становить близько 47 тис. км у двотрубному обчисленні. На ба-
лансі підприємств комунальної теплоенергетики України перебуває 20,8 тис. км 
теплових мереж у двотрубному обчисленні діаметром від 50 до 800 мм. Близько 
80 % сучасних теплових мереж прокладені в непрохідних залізобетонних кана-
лах з ізоляцією у вигляді мінеральної вати. Канали в більшості не захищені від 
проникнення ґрунтової та іншої води, що призводить до значних втрат теплової 
енергії, корозійного пошкодження теплопроводів і аварійного відключення 
споживачів. Загальні втрати теплової енергії в діючих мережах систем центра-
лізованого теплопостачання становлять в середньому 30 %, а у деяких регіонах 
досягають 40 %. Термін безаварійної експлуатації таких теплових мереж не пе-
ревищує 10–15 років. Зазначені обставини значною мірою є причиною того, що 
в Україні витрати теплоти на опалення об'єктів рівної площі в 2-3 рази більші, 
ніж у країнах Західної Європи. Ефективним способом дослідження ефективнос-
ті використання теплової енергії є економіко-математичне моделювання, що 
дозволяє подати реальну систему у вигляді математичних і логічних співвідно-
шень, які описують структуру та функції реальної системи. Хоча економіко-
математична модель і відрізняється за своєю природою від оригіналу, проте дослі-
дження властивостей оригіналу за її допомогою зручніше, дешевше, потребує мен-
ше часу порівняно з фізичним моделюванням, яке використовується в техніці (тоб-
то має ту ж природу, що і оригінал). Більш того, цілий ряд економічних систем 
неможливо зобразити за допомогою фізичних моделей. 
Постановка завдання: На основі викладеного можна сформулювати за-
вдання дослідження, яке полягає в аналізі основних типів економіко-
математичних моделей оптимізаційних задач у теплоенергетиці та вдоскона-
ленні економіко-математичної моделі стабілізації існуючих тарифів на теплову 
енергію. 
Виклад основного матеріалу дослідження. Оптимізаційну задачу можна 
сформулювати в загальному вигляді [2, с. 95, 3, с. 367, 4, с. 5-7]: знайти змінні x1, х2, 
..., хn, що задовольняють системі нерівностей (рівнянь) 
φi(х1, х2, x3 …, xn) ≤ bi, i = 1, 2,…, m              (1) 
і звертають в максимум (або мінімум) цільову функцію, тобто 
Z = f(х1, х2, x3, …, xn) → max(min).              (2) 
(Умови невід’ємності змінних, якщо вони є, входять в обмеження (1)). 
Розглянемо основні типи економіко-математичних моделей оптимізацій-
них задач у теплоенергетиці. 
1. Лінійні оптимізаційні задачі. Якщо критерій ефективності Z = f(х1, х2, 
…, xn) (2) являє собою лінійну функцію, а функції φi(х1, х2, …, xn) у системі обмежень 
(1) також лінійні, то така задача є задачею лінійного програмування (ЗЛП) [2, с. 95-
96, 3, с. 367-368, 4, с. 13]. Лінійна математична модель в загальному випадку має 
такий вигляд: 
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ЗЛП формулюється таким чином: знайти екстремальне значення лінійної 
цільової функції (3) при обмеженнях (4), що задані у вигляді лінійних рівнянь 
або нерівностей, та умов невід’ємності змінних (5). ЗЛП можна розв’язати за 
допомогою графічного методу, симплекс-методу або методу штучного базису. 
2. Транспортні задачі теплоенергетики. Транспортна задача (ТЗ) – це 
задача відшукання таких шляхів перевезення продукту від пунктів виробництва 
до пунктів споживання, при яких загальна вартість перевезень виявляється міні-
мальною [2, с. 96, 3, с. 368, 4, с. 31, 5, c. 86]. Стосовно систем центрального теп-
лопостачання (СЦТ) цю задачу можна сформулювати таким чином [5, c. 86]. Є 
т джерел теплоти та n її споживачів. Задано теплові потужності Аi кожного 
джерела теплоти і потреби Вj кожного споживача, а також питомі приведені ви-
трати (або експлуатаційні витрати) на транспортування одиниці теплової поту-
жності від i-го джерела до j-го споживача cij. Потрібно визначити потоки тепло-
вої потужності xij від джерел до споживачів, що забезпечують мінімум сумар-
них приведених витрат (або експлуатаційних витрат) в СЦТ, 
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повного використання потужності кожного джерела теплоти для забезпе-
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невід’ємності потоків теплової потужності від джерел до споживачів 
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Вирази (6)–(9) являють собою математичну модель ТЗ. Для її розв’язання 
застосовують метод потенціалів. 
Розглянемо просту модель ЗЛП транспортного типу – задачу про призна-
чення [5, c. 88] для оптимального розподілу основного устаткування джерел те-
плоти   ni ,1   по об'єктах їх будівництва  nj ,1  вигляду 
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де Вij – приведені витрати на споруду і експлуатацію i-ї одиниці основно-
го устаткування (наприклад, казана або турбіни) на j-му об'єкті; xij – булева 
змінна, що дорівнює 1 при установці і-ї одиниці основного устаткування на j-му 
об'єкті і 0 – в противному випадку (ця вимога в задачі про призначення викону-
ється автоматично).  
Умови (11) означають, що кожна і-а одиниця основного устаткування, яка 
намічена до виробництва, має бути використана. Умови (12) означають, що ко-
жен j-й об'єкт будівництва СЦТ має бути забезпечений основним устаткуван-
ням джерел теплоти. Для розв’язання задачі про призначення можуть бути ви-
користані ефективні алгоритми розв’язування транспортної задачі, наприклад 
метод потенціалів, угорський метод і ін. 
3. Нелінійні оптимізаційні задачі. Якщо критерій ефективності (2) й (або) 
система обмежень (1) задаються нелінійними функціями, то маємо задачу неліній-
ного програмування [2, с. 97, 3, с. 369, 4, с. 52].  
4. Оптимізаційні задачі цілочислового програмування (ЗЦП). За зміс-
том значної частини економічних задач, що відносяться до ЗЛП, компоненти 
розв’язку повинні виражатися в цілих числах, тобто бути цілочисловими [2, с. 98, 3, 
с. 369, 4, с.75]. Математична модель ЗЦП аналогічна лінійним та нелінійним моде-
лям і містить цільову функцію, систему обмежень та граничні умови. Однак систе-
ма обмежень у цих задачах доповнюється обмеженнями типу: 
xk – ціле, k = 1, 2, …, l,               (14) 
де l – кількість цілочислових змінних,      n – загальна кількість змінних. 
Для розв’язання ЗЦП використовують такі методи як метод відтинання та 
метод гілок і меж. 
5. Задачі динамічного програмування. Динамічне програмування – це 
особливий метод оптимізації, що призначений для операцій, в яких процес 
прийняття рішень може бути розбитим на окремі етапи (кроки) [2, с. 100, 3,        
с. 371, 5, с. 245, 6, c. 78]. Такі операції називаються багатоетапними. Викорис-
тання методу динамічного програмування доцільне до операцій, що мають ду-
же багато етапів розв'язування. Ідея динамічного програмування полягає в роз-
битті складної задачі на ряд простих з наступним розв'язуванням послідовності 
цих задач. Для того, щоб збагнути, які саме задачі можна розглядати як багато-
етапні, розглянемо задачу розвитку теплової мережі [2, с. 100, 3, с. 372, 6,        
c. 78]. Сутність її полягає в тому, що для деякого регіону у відповідності до 
плану його розвитку вводяться в дію нові виробництва. Для подачі до них теп-
лової енергії розширюються діючі теплові мережі (наприклад, будуються нові 
лінії теплопередач та теплові пункти). Відомі навантаження, що вводяться в дію 
на кожному році розвитку регіону, їх територіальне місцезнаходження. Потріб-
но побудувати теплові мережі таким чином, щоб сумарні втрати на це були мі-
німальними. Якщо на першому році розвитку мережі прийняти рішення, якому 
відповідають мінімальні витрати, то на другому році розвитку це рішення може 
виявитися далеко не найкращим або навіть не допустимим. Іноді доцільно йти 
на додаткові витрати, які виявляться виправданими на наступних періодах роз-
витку мережі Наприклад, передбачити можливість встановлення більш потуж-
них теплових пунктів Тобто, в такій задачі слід передбачати деякі технічні рі-
шення з врахуванням перспективи росту навантажень. 
Розглянемо конкретну ситуацію, рис. 1, де 1 – підприємство, що вводить-
ся в дію на першому етапі розвитку мережі (наприклад, на першому році про-
міжку часу, що розглядається): 2 – те саме, але на другому: А – вузол діючої 
теплової мережі (тепловий пункт), до якого можна здійснити підключення. 
 
Рис. 1. Можливі варіанти розвитку теплової мережі 
Джерело: [6, с. 78]  
 
В детальному вигляді задача, до розв’язання якої можна застосувати ме-
тод динамічного програмування, полягає в тому, що: 
• дана система (обмежена множина взаємопов'язаних елементів), стан якої 
характеризується вектором параметрів стану – W; 
• її необхідно перевести  з вихідного стану U0, який характеризується век-
тором W0, в кінцевий Un, що характеризується вектором Wn; 
• процес переходу можна розбити на послідовність n етапів, а стан систе-
ми за результатами кожного етапу позначимо як U1, U2, …, Un; 
• перехід системи з одного стану до іншого відбувається внаслідок реалі-
зації відповідних рішень X1, X2,..., Хn, де X1, X2,..., Хn - вектор змінних, відповід-
но, першого, другого та n -го етапів розв'язування задачі; 
• реалізація вектора рішень X1 переводить систему зі стану U0 в стан U1, 
вектора X2 – із стану U1 в стан U2 і т.д.; 
• в цілому переведення системи зі стану U0 в стан Un відбувається в ре-
зультаті реалізації вектора рішень: 
X
T
 = (X1 X2 …Xn). 
У задачах динамічного програмування вважають, що стан системи в кінці i-
го етапу залежить лише від стану системи для (і –1)-го етапу, який характеризуєть-
ся вектором Wi-1 та вектора Xi. Така властивість системи називається відсутністю 
післядії. Змінюючи значення компонент вектора X, можна отримати ефективність 
процесу переходу зі стану U0 в стан Un, яка повинна бути кількісним показником 
– f(W0, X), який бажано максимізувати чи мінімізувати. Показник ефективності i-
го етапу, що залежить від Wi-1 та вектора Xi, що вибраний на даному етапі, позна-
чимо як fi(Wi-1, Xi). В задачі динамічного програмування залежність f(W0, X) може 
бути адитивною, тобто 
   .,,
1
10 



n
i
iii
XWfXWf             (15) 
Схематично задача динамічного програмування зображена на рис. 2. 
 
Рис. 2. Схематичне зображення процесу для методу динамічного про-
грамування 
Джерело: [6, с. 80]  
 
Задачу динамічного програмування можна сформулювати таким чином: 
визначити сукупність допустимих рішень – X1, X2,..., Хn, що переводять систе-
му з початкового стану U0 в кінцевий Un, мінімізуючи (максимізуючи) показник 
ефективності f. 
6. Оптимізаційні задачі при випадковій вихідній інформації. Досить 
часто вихідна інформація або її частина являють собою випадкові величини або 
випадкові функції [2, с.102, 3, с.373, 4, с.83]. Зокрема, потужності навантажень в 
системі теплопостачання, що проектується, можна вважати випадковими вели-
чинами, а зміни в часі напруг у вузлах існуючої системи теплопостачання – ви-
падковими функціями. Для розв’язання оптимізаційних задач при випадковій 
вихідній інформації використовують методи стохастичного програмування.  
Якщо коефіцієнти ci цільової функції є випадковими величинами, то шу-
кають екстремальне значення математичного очікування цільової функції: 
  extrZM  .             (16) 
Якщо коефіцієнти системи обмежень є випадковими величинами, то для 
кожного j-го обмеження задається значення ймовірності Рзад j, з яким повинно 
виконуватися це обмеження. Імовірність виконання кожного j-го обмеження 
повинна бути не менше заданої: 
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Граничні умови в практичних оптимізаційних задачах, як правило, не мі-
стять випадкових величин і записуються без змін: 
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7. Оптимізаційні задачі при недетермінованій вихідній інформації 
У реальних оптимізаційних задачах часто доводиться шукати розв’язок в 
умовах невизначеності. Основною причиною невизначеності є недолік вихідної 
інформації. В теплоенергетиці прикладом невизначеної (недетермінованої) інфо-
рмації може служити перспективне зростання потужностей в теплоенергетичній 
системі, що розвивається. 
Для розв’язання оптимізаційних задач із недетермінованою інформацією 
методи математичного програмування не придатні. Тут використовується обчис-
лювальний апарат теорії ігор [2, с.104, 3, с.375, 4, с.90]. 
Якщо вибрано представницьку множину умов створення і функціонуван-
ня теплоенергетичної установки (B1, …, Bd, …, BD), то далі за допомогою мате-
матичної моделі енергоустановки і детермінованих алгоритмів оптимізації мо-
жна знайти для кожної умови свій оптимальний розв’язок Xk [7, с. 308-309]. На-
буті в результаті розрахунків значення приведених витрат по енергоустановці 
Зkd зручно звести в матрицю можливих розв’язків (табл. 1). 
 
Таблиця 1 
Матриця можливих розв’язків 
Оптимальний 
розв’язок 
Варіант вихідних умов 
B1 B2 … Bd … BD 
X1 З11 З12 … З1d … З1D 
X2 З21 З22 … З2d … З2D 
… … … … … … … 
Xk Зk1 Зk2 … Зkd … ЗkD 
… … … … … … … 
XK ЗK1 ЗK2 … ЗKd … ЗKD 
 
Джерело: [7, с. 309]  
 
Стовпці цієї матриці відповідають відібраним сукупностям початкових 
даних Bd, а рядки – можливим сукупностям параметрів Xk, що оптимізуються. 
По головній діагоналі матриці розташовуються мінімальні значення приведе-
них витрат (З11, …, Зkd, …, ЗKD) для кожної сукупності значень початкових да-
них.  
 
8. Удосконалення економіко-математичної моделі стабілізації існую-
чих тарифів на теплову енергію 
В роботі [2, с. 107-116] проведено економіко-математичне моделювання 
розрахунку рекомендованих нормативних обсягів виробництва теплової енергії 
на основі даних про загальну собівартість виробництва теплової енергії для 
ПАТ «Київенерго», наведених в табл. 2.  
 
Таблиця 2 
Типова структура собівартості 1 Гкал теплової енергії 
Стаття витрат Частка в загальній  
собівартості, % 
Сума витрат для  
населення, грн. 
Сума витрат для ко-
мерційних спожива-
чів, грн. 
Витрати на природ-
ний газ 
70 192,6 386,5 
Заробітна плата з від-
рахуваннями на соці-
альні заходи 
20 55,03 110,43 
Витрати на електрич-
ну енергію 
10 27,52 55,21 
Разом 100 275,15 552,14 
 
Джерело: [2, с. 114] 
 
При цьому вихідні дані можна представити в такому вигляді: 
знайти значення цільової функції  
    max94,89903,304 21  xxZ  
при заданій системі обмежень 
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де Z – цільова функція, що відображає максимальний прибуток від реалі-
зованих нормативних обсягів теплової енергії для населення та комерційних 
споживачів за діючими тарифами, грн.; x1 – нормативний обсяг теплової енергії 
для населення, який необхідно виробляти та реалізовувати в межах існуючої 
собівартості, Гкал; x2 – нормативний обсяг теплової енергії для комерційних 
споживачів, який необхідно виробляти та реалізовувати в межах існуючої собі-
вартості, Гкал. 
Отже, побудована математична модель виглядатиме, як класична задача 
лінійного програмування. Тому для розв’язання поставленої задачі було вирі-
шено скористатися програмою Microsoft Excel, який є частиною програмного 
пакету Microsoft Office. При цьому в якості інструменту для розв’язання задачі 
було вибрано вбудовану в програму Microsoft Excel процедуру “Пошук 
розв’язання” завдяки спрощеним можливостям, які він надає користувачеві. 
Отримані результати розв’язання задачі наведено в табл. 3. 
 
Таблиця 3 
Рекомендовані оптимальні нормативи для виробництва та реалізації 
теплової енергії в межах існуючої собівартості та можливий прибуток від 
реалізації теплової енергії при діючих тарифах 
Нормативний обсяг тепло-
вої енергії для населення, 
який необхідно реалізову-
вати за тарифом 304,03 
грн., Гкал 
Нормативний обсяг теплової 
енергії для комерційних 
споживачів, який необхідно 
реалізовувати за тарифом 
899,94 грн., Гкал 
Можливий максимальний 
прибуток від реалізації нор-
мативних обсягів теплової 
енергії для населення та коме-
рційних споживачів, грн. 
1,2 1,57 1780,37 
 
Джерело: [2, с. 116] 
 
У підсумку значення цільової функції складе 1780,37 грн. При цьому зна-
чення змінних X1 та X2 будуть дорівнювати 1,2 і 1,57 відповідно. Це значить, що 
існуючої собівартості виробництва 1 Гкал теплової енергії для населення було б 
достатньо для виробництва 1,2 Гкал теплової енергії за умови раціонального 
використання паливних ресурсів. Що ж стосується теплової енергії для комер-
ційних споживачів, то існуюча собівартість її виробництва могла б розрахову-
ватися не на 1 Гкал, а на 1,57 Гкал. Тоді стабільний прибуток від реалізації ре-
комендованих нормативних обсягів теплової енергії (2,77 Гкал) для населення 
та комерційних споживачів буде становити 1780,37 грн. 
За допомогою процедури “Пошук розв’язання” програми Microsoft Excel 
було проведено аналіз чутливості значень цільової функції до зміни  ресурсів та 
досліджено їх вплив (табл. 4).  
 
Таблиця 4 
Рекомендовані оптимальні нормативи для виробництва та реалізації 
теплової енергії в межах існуючої собівартості та можливий прибуток від 
реалізації теплової енергії при діючих тарифах після аналізу чутливості 
Нормативний обсяг тепло-
вої енергії для населення, 
який необхідно реалізову-
вати за тарифом 304,03 
грн., Гкал 
Нормативний обсяг теплової 
енергії для комерційних 
споживачів, який необхідно 
реалізовувати за тарифом 
899,94 грн., Гкал 
Можливий максимальний 
прибуток від реалізації нор-
мативних обсягів теплової 
енергії для населення та коме-
рційних споживачів, грн. 
1,15 1,93 2089,26 
 
Джерело: розроблено автором 
 
Як показують результати, збільшення запасів природного газу та елект-
ричної енергії практично не впливає на прибуток від реалізації рекомендованих 
нормативних обсягів теплової енергії для населення та комерційних спожива-
чів, у той час як збільшення загальної середньої вартості електричної енергії на 
138 грн призводить до збільшення прибутку від реалізації рекомендованих но-
рмативних обсягів теплової енергії на 17% (2089,26 грн.). При цьому значення 
змінних X1 та X2 будуть дорівнювати 1,15 і 1,93 Гкал відповідно, тобто для під-
вищення прибутку потрібно зменшити обсяги теплової енергії для населення та 
збільшити її для комерційних споживачів. 
Висновки з проведеного дослідження. З наведеного вище можна зроби-
ти наступні висновки: 1. Проведено аналіз основних типів економіко-
математичних моделей оптимізаційних задач у теплоенергетиці, а саме: 1) задач 
лінійного програмування; 2) транспортних задач; 3) задач нелінійного програ-
мування; 4) задач цілочислового програмування; 5) задач динамічного програ-
мування; 6) оптимізаційних задач при випадковій вихідній інформації; 7) опти-
мізаційних задач при недетермінованій вихідній інформації.  
2. Удосконалено економіко-математичну модель стабілізації існуючих та-
рифів на теплову енергію. Аналіз чутливості оптимального розв’язку до зміни 
вхідних параметрів показав, що збільшення запасів природного газу та елект-
ричної енергії практично не впливає на прибуток від реалізації рекомендованих 
нормативних обсягів теплової енергії ПАТ «Київенерго», у той же час збіль-
шення загальної середньої вартості електричної енергії на 138 грн призведе до 
збільшення прибутку на 17,3 % (з 1780,37 до 2089,26 грн). 
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